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Рассматриваются математические модели динамики нейронной сети, представленные 
системами обыкновенных дифференциальных уравнений, а также дифференциальных уравнений с 
запаздыванием с выделенной асимптотически устойчивой линейной частью диагонального вида. С 
использованием прямого метода Ляпунова получены достаточные условия асимптотической 
устойчивости. Результаты сформулированы в виде матричных алгебраических неравенств. 
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Введение 

При разработке компьютеров возникли идеи их аналогов с работой головного 
мозга человека. Как отмечено в [1], «искусственный интеллект можно определить, как 
свойство цифровой вычислительной машины или сотни нейроподобных элементов 
реагировать на информацию, поступающую на ее входные устройства, почти так же, 
как реагирует в тех же информационных условиях конкретный человек». В 1943 г. 
Уоррен Мак-Каллок и Уолтер Питтс [2] сделали предположение о том, что нервные 
клетки можно рассматривать, как логические элементы, а систему клеток с их 
соединением, как некоторое логическое выражение. И, таким образом, из 
совокупности таких элементов можно создать аппарат, моделирующий достаточно 
сложные процессы. Этим же ученым принадлежит определение «нейронные сети» 
[2,3]. В работе рассматриваются нейронные сети Хопфилда с обратной связью [4-7]. 
Их динамика описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Проводится исследование устойчивости положения равновесия. 

Сеть Хопфилда состоит из множества нейронов, формирующих систему с 
множеством обратных связей. Количество обратных связей равно количеству нейронов. 
Выход каждого нейрона замыкается через элемент единичной задержки на все 
остальные нейроны сети. И нейрон этой сети не имеет обратных связей с самим собой. 
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Основные результаты. Системы без запаздывания 
В настоящей работе будем рассматривать модели Хопфилда, описываемые 
системами обыкновенных дифференциальных уравнений 


п = 
х( =-алх (+ У, Е‚(х, (0), ТЕТ. (1) 
Г 
Здесь ак >0, А=1п постоянные, @,- весовые коэффициенты, функции Ё (0)=0, 
непрерывные и удовлетворяют условию «подлинейного роста» 
Ех, ЛК,х,- Е, (х,)]>0, Л=Ъп (2) 
Исследование устойчивости нулевого положения равновесия будем проводить с 
использованием второго метода Ляпунова. В качестве функции Ляпунова выберем 


п п Хх Е 
Уст, хо.) = УХ Иьхр +», В, | Е (5145; ‚ в; >0, В; >0, 1=Ьп. (3) 
11 1=1 0 
Введем следующие обозначения 
Иетах = ах И; + ВА, /2} > Инь = ПМ И}. (4) 
тп 1, И 


О, Е(х@)уГ = а 0, „м, Е О (0)... „Е, (хи (Г, 


Ре 0’ 3 © 
5 540%. ый =) 0 2а>2 мо 0 
5(й,В,г)= : _ ке 12 | 12 : 12 | $] г | 
— (512—512 —512) — 522 +522 : К м 
0 0 2ая 
0 а›8>/2 ... 0 й. © й. © ... 12@т 
55 (В)= ›В>/ 52 (в) = 221 П2022 202 | 
0 0 задн о 9,2 -.. Пт 
"/2 0 0 2.10: 35-90 
0 Кю /2 ... 0 0 9 са. {© 
ре 27! ет“. (5) 
0 о К о. 
Вт (Вб> + В>@51)[2 ... (Во + Ви) [2 
| _ | (Вало + В5@51)/2 В>@>> „о (Вбр, + Вы) [2 
522(В) = з 
(Воя + В, @)/2 (Ви + В, @„2)/2 * п@ип 


Имеют место следующие условия асимптотической устойчивости. 

Теорема 1. Пусть существуют постоянные й,>0, р, >0, к >0:=Ья, при 
которых матрица 5(й,В,’) будет положительно определенной. Тогда нулевое 
положение равновесия системы (1) является глобально асимптотически устойчивым. 

Доказательство. Как следует из зависимости (3), функция У(х,х».....х„) 
является положительно определенной и для нее справедливы следующие 
двусторонние оценки 


140 ОА.В. Шатырко, Й. Диблик, Д.Я. Хусаинов, Я. Баштинец 


155М 1561-5359. Штучний 1нтелект, 2017, № 3-4 


я [2 
2 РО 2 
В <У(, хо... 2х о ы 
15 = 


Полная производная выбранной функции Ляпунова (3) в силу системы (1) имеет вид 


«Убил, =) ых) а, = оо, Е „ 


+ фе Ч: Х; (1) + хо ВА: ®| 
15 
Перепишем ее в виде 


УС... ‚Хх „)=-25` вах? (®)- Фора (#)) + 
1=1 


п п 
+У Ури еух ОЕ (х; (0) + Ву Ес Ф)Е, (х (ОУ. 
Г 
Используя обозначения (5), получаем, что полная производная функции Ляпунова в 
силу системы будет иметь вид квадратичной формы. Используем условие 
«подлинейного роста» (2). Запишем 


УС, ‚Хх ОУ ан (®)- Фев (#)) + 
1=1 


+ лю @ух (ОЕ, (х‚(1)) + Ву Ес Ол - У нех - Ва + 
= 


11 ]= 


г УпЕ (хх: = Ех]. 


ри 
Отсюда получаем 


[и 
— УИ, ^>....хи)< 
Е (хх ) 


к, Ро) о т и — } 
- (515 (В) — $15 (®) 5157) - 61. (2)-55()) Ро 

И, если матрица 5(й,В,4) будет положительно определенной, то полная 
производная функции Ляпунова в силу системы (1) будет отрицательно 
определенной. Следовательно, нулевое решение системы (1) будет глобально 
асимптотически устойчиво. 

Системы с запаздыванием 

Далее будем рассматривать нейронные сети, динамика которых описывается 
системами с запаздыванием. 


х,(=-а,х до, вене), >00, тЕГи. (6) 


Скалярные функции Р,(х,) также удовлетворяют условию «подлинейного роста» 


(2). При исследовании будем использовать прямой метод Ляпунова с функционалом 
Ляпунова-Красовского вида 
п Ш хи п 1 
Уря, х„ (= Ух +>.8, | Еарая+У у: [ЕР оеае,, (1) 
= = 


0 т 
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В;>0, у, >0, [= Ёп. 


Обозначим 
57) = (х@, ЕО), ат)! = 
ее (х1(0,.. „Хи (Г, Е (м (1)),....Е„ (хп (1), Е, (м -й ),.... Е, (хп (1 =. Ти у ‚ 
си $12 $13 
я о и (8) 
2ай: 0 =. 0 
0 2а-й5 ... 0 
Щи, В. 71 = ._ | 
0 0 . ай 
(а В: —Кп)/2 0 р 0 
и, В, |= 0 (ао —К›р)[2 ... 0 
0 0 5 ад =Еи)/2 
— 11 — 14212 ... -Й Фи -7т 0 ... 0 
— 1201 —й>@52 ... -Йй@ой Юре = аи 29 
и = 2621 2622 2 522 = 72 | 
-п 1 -—1@,2 ... -П п 0 0. 
— Виа 1/2 — Виа /2 ... — В1@12/2 9 0 
— 2 - 2... - 2 0 ... 0 
52981 = В2@>1/ В2@2>>/ В2@>„ | УЗ = 72 
— Вет /2 — Ви@и2 [2 8 би! 0 0 Уп 


Имеют место следующие условия асимптотической устойчивости. 

Теорема 2. Если существуют параметры и; >0, р; >0, к >0, у; >0, 1=Ълп, при 
которых матрица 5,„[й, В,’,у] положительно определенная, то нулевое положение 
равновесие системы с запаздыванием (6) глобально асимптотически устойчиво. 

Доказательство. Для функционала (7) справедливы двусторонние неравенства 

п п 
2 с 2 
И (2) <У[м (),....Хя (#)]< Пе: (2) . 
= = 
Полная производная функционала (7) в силу системы (6) имеет вид 


У (2),.. „(Е Вх, (@[-а;х (+ У, Е; себет + 
ти мы 


11 


+» В.Е (х,(@[-азх(@) + У@,Е хх; (—т,))+ УУЛЕР ()-Е? (жет, . 
= 11 
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Перепишем полученное выражение в виде 


«Ура. .ль = У.а, (в - хи Вх (ВЕ (х, (0) + 2х ЗС: Ех а-т, + 


= 1 


+УДЕСа- гб Е, (х,(@- гр+ ХЕ? о-в). 


15 т. 


И, воспользовавшись ооо (8), О правую часть полученного 
выражения в виде квадратичной формы с определенной добавкой 


а п 
м (0)... хе (5, В, у, =) - ХНЕОФУЕхИО — Ех, 


ре 
где и >0, 1=1,и произвольные положительные постоянные. Учитывая условие (2), 
окончательно получаем оценку 


У (1),....х„ (< —7 (1)5 „[й, В, у, "150. 


И если матрица 5,„[й, В,у,г] положительно определенная, то нулевое решение систем 


глобально асимптотически устойчиво. 

Альтернативой методу функционалов Ляпунова-Красовского [8] для уравнений 
с запаздыванием является метод конечномерных функций Ляпунова с условием Б.С. 
Разумихина [9]. Он имеет свои преимущества и недостатки и дополняет метод 
функционалов. В этом методе есть два подхода. Первый позволяет получать условия 
устойчивости, равномерные по запаздыванию. Второй позволяет получать условия 
устойчивости, учитывающие величину запаздывания. Если метод функционалов 
Ляпунова-Красовского рассматривает отрезки траекторий, как точки в 
функциональном пространстве, и позволяет непосредственно получать оценки 
сходимости решений, то для получения оценок сходимости решений методом 
функций Ляпунова надо использовать неавтономную функцию Ляпунова, 
«сжимаемость поверхности уровня» которой позволяет получать оценку сходимости. 

Рассмотрим первый подход применительно к системе с запаздыванием (6). 


Пусть дополнительно функции Ё,(х;), 1=Ъп удовлетворяют условиям 


Липшица с постоянными [.,., для каждого уравнения #=1,п системы (6). 


й > 


Теорема 3. Пусть существуют постоянные й,>0, 1, >0...., й„, при которых 
выполняются условия 
2а1>1+К, 2а22 >65 +К...., 2а, > +В, 
Г; 
Г, ->ы ‚ В= >, т (9) 


ЛЕ 
Тогда нулевое положение о системы с запаздыванием (6) будет 
устойчивым по Лялунову. 
Доказательство. Для исследования устойчивости нулевого положения 
равновесия будем использовать функцию Ляпунова следующего вида 


п 
2 
У(х, хо... хи) — У Иих; ы 


п=1 
При вычислении полной производной функции Ляпунова в силу системы (6) будем 
использовать условие Б.С. Разумихина. Для функции Ляпунова оно имеет вид 
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У инд? (5) =У (о (5), хо (5)... (5)) < Уб(®, х(...х,(@)= Уи, >? (К, 5<Е. 
1 1 


Отсюда следует, что 
а — 
|х; $) < = Улыхь О, <, 1=|п. (10) 
й К= 


Полная производная функции Ляпунова в силу системы (6) имеет вид 
а п п 
= р 
Используя условия Липшица, получаем 


УС (1), х> (1),...х„ (0) < -2Уавйьх, (+2 их У 1 
= ти РЕ 


Хх; (1 — Ту 
Отдельно рассмотрим вторую сумму 


п п 
52 =2> Их (У 1 
и Зы 


= 2 | (же т) + [45| @-то)+...+ Бим @ фт) + 
+ 2155 хо (жа фто] 152 @- 122) + + ох -то, +... 
+2 ии хо Е им - тт) + Гиз ти] +. @ тии). 
Используя условие (10) и неравенство 2АВ<(А? +В”), оценим вторую сумму 


следующим образом 


2 2 2 1х2 (#)+ 0х2 (@)+..+Вих2( 
$ < ‚о | 11 11 ры ий ()-+ 1191 ( ) — ) И ) + 
1 22 


1 1х2 (#)+ Вох (#)+...+В1,х2( 2 2 2 
сер, ь ()+ 11%1 ( ) и ) а } п] 40 #1 1х1 УЕ ов, 
11 


пп 


| тая + вньяи |, 
По 
А т ь ()+ п 1х2 (++ г (++ яр в их2 и] Е 
пп 


2 2 2 
И [ы[зю С 1х2 Е мы а | бт й 1х1 р ()+...+ их о, 
и 22 


р 


пп 


ыы ель кн и] 


Далее получаем 


уВ Е 7й Г 7В 
52 «ванны ЕВЕ |0 - а |9 а 


ЖЕ 122 Пип ТЕ 122 й 


ны оо к [96 ыы оли ь 0 ы и 0+ 


11 122 Пип 122 Йрр 
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Г. Г, Г Г, Г, Г, 
в Рф р |0 м ны Е |0 Не 
ЖЕ 122 Итп Му 22 И тт 
Г уЙ уЙ 
2 1 2 21), 
мы бы и ЕН | г = 1(@)- 
1 122 Ил 
: ыы + Го й г Тип | () . + |= Й [2 й Гат |0 
Т г... Т г... ... ии Т ... Т п ы 
тт 22 Ин тт Й22 яп 


Используя обозначения (9), получаем 
бо (1х + Их @ + Вох +. +В их (@)} + 
+1221 х2 (©) + Похр (+ Вох (в) +... +102 (@)} +... 
р р ЕЕ ОЕ. Пей 
И для полной производной будет выполняться 
а 2 2 2 
И (1), хо (1)... х„(1)) < -2(а хр (® + а›йох5 (К -...+атйихи (1) + 
2 2 
+ + (811 +551 +. ииЕ Е (+ Во + (И + ВОГ +... ИЕ, 2 +... 
вии [1 + (114 + 522 +... иЕ, к @). 
И условием отрицательной определенности полной производной функции Ляпунова, 
а, следовательно, и условием асимптотической устойчивости, с учетом ранее 
принятых обозначений, является выполнение системы неравенств 


Можно получить менее «жесткие» условия устойчивости. Введем следующие обозначения 


р + +...+ ‚ = 2 
' Ш 22 Илл - Ши №22 Инт 
Г Г Г. ту 
И Зе а (р 
Е м 


си =2% (ан — 4/1), 12 == 55 (4 Ни + 1252)... 
сы = ий (На + Е, Ут), 
соо = 2155 (а — [2 оз), со = 5533 (15 Изо + [3 \/йзз),..-, 
Соя = /ЙооЙи (1 йо + Ги Иии ) „+ 
С 
И и 


Имеют место следующие условия устойчивости. 
Теорема 4. Пусть существуют постоянные й,>0, 1. >0...., й„>0, при 


которых матрица С = с} положительно определенная. Тогда нулевое положение 


равновесия системы (6) является асимптотически устойчивым. 

Доказательство. Для исследования устойчивости вновь будем использовать 
функцию Ляпунова вида суммы квадратичных форм. При вычислении полной 
производной функции Ляпунова в силу системы будем использовать условия типа 
Б.С. Разумихина в полученном выше виде (10). Как было показано ранее, полная 
производная функции Ляпунова имеет вид 
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11 


а п п 
1: 
Используя условия Липшица, получаем 


< УСя (о. (2)... хи (0)) <-2> а ПихЕ + 2> пах, 
= Е р 


х@-т; =51 +52. 


Рассмотрим второе слагаемое 5,. С использованием введенных в условии теоремы 4 


обозначений запишем 


2 2 (има + Ув [хо (+... Уи, [х„ (+ 
+ 2х2 (Е {| (@] + У» [хо (@)|+...+ т х, (+... 
+2 их, (В, (| (+ УЙо> [хо (0) +...+ Инн „|. 
Перегруппировав квадратичные члены, получим 
55521 Ил ние (6) + 2 Иа А + 5 а к] + 
+ 2% 14 Из + Из а а хз] +... 21 Дия + ии ща х,@ + 
+2115 ть х2 (6) + 24551 Из + ИззЁ а оо хо за +... 
+ 22 Вит + Ри поз хх, (|+... 
+ 21-1 - у Й-1п 1х +2 ли о Риты Инта хил (хи (+ 
ОИ Ри» 0 


Преобразуем полученное выражение следующим образом 
5 28 14 [их (0) + 2 1й5> (а + 1 > Дм (@] + 
+ 2 ай (1 Дт + 153 рез + -..+ 2 авт С Ут + „в мах, @ + 
+ 2121.2 [йо 2 (®) +2 поойзз (2 оо + 3 3 хо за +... 
+ 2 /Воов ии (ово + Рив, хо „+... 
+ 2 ил /Й-1в 1х) + 2 Иайия (Ен о + Ги Йа их» (в) + 
АТ Ин, 


Окончательно с учетом введенных обозначений для полной производной функции 
Ляпунова в силу системы с запаздыванием (4) будет иметь место неравенство 


«Уса (о, ль, «фай х, фах |. . 


И условием устойчивости является положительная определенность матрицы С. 

Заключение 

Рассмотрены системы дифференциальных уравнений с выделенной 
отрицательной диагональной частью и нелинейностью специального вида. Такие 
системы встречаются при исследовании динамики нейронных сетей. Получены 
условия асимптотической устойчивости положения равновесия. Рассмотрены также 
системы с запаздыванием аргумента. Исследования устойчивости проведены с 
использованием функционалов Ляпунова-Крассовского. Благодаря подходу (ЕМП, 
все условия имеют вид конструктивно проверяемых матричных неравенств. 
Аналогичные результаты в случае запаздывания аргумента также можно получить, 


‚|х2 (И)... р Ре 
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используя подход конечномерных функций Ляпунова с дополнительными 
условиями типа Разумихина. 

Аскпо\едэтепе 

Тре зесопа ап Фе Гоц аифог$ \еге зирроцеа Бу Фе СгапЕ ЕЕКТ-5-17-4225 о 
Раси у о Еесилса1 Епотееття ап Соттитсайоп, Втпо Ошуегзйу оЁ Тесрпо]оэу. 
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ВЕЗОМЕ 


А.У. ЗвабугКо, .. ОИК, О.Уа. КВизатоу, .. Ваз пес 

Тве сопуегоепсе оЁ пеигодупапис$ ргосез5ез т (йе Норйе@4 тоде! 

ш 115 рарег, Норйе!4 пепга! пебхогкз \ив ТеебасК аге сопз14еге4. ТВег 
Дупапс$ 15 дезсге4 Бу а зует оЁ огФтагу ЧШегепйа! едиаНоп$, апа а150 Бу а зует 
ог Гпсйопа|-Чегепна| едиайоп$ УИ а Ише 4еау агоатеп. Аз а шефоЯ оЁ 
шуезИзайоп, фе ашесе Гуарипоу тефо4 15$ сБозеп. ТВе апп оЁ Фе заду 15 ю езба $6 
Фе Гас оЁ азутрюйс за Шу оЁ зош@оп$. Егз6 уе сопз14ег а пемуогК дезспьеа Бу а 
зуз$ет оЁ ог4тагу АШетепиа| едиайоп$ УИ а 41$Нпеи1$Ве4 хаЫМе Ппеаг раг ап ап 
аадтауе]у ещеппе ууеаК попПпеагиу оЁ а зресла1 Тогт. Оше фе Гуарипоу Гапс@Ноп т 
фе Гогт оЁ Фе даадгайс Гопп раз Фе ап пиеста| оЁ попПпеагиу, \уШсьВ 1$ гад аопа! Гог 
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зузет$ оЁ 11$ Кша, \е ргоуе а зиЁй<епе сопд1оп Гог азутрюйс забИиу. Еипфег, 
зу$ет$ УИ ау агоитепЕ аге сопзлаегеа. Таз Кта оЁ зу$ет$ 15 тоге зацае Гог 
езстЬше Фе ргосез$ез Шаё оссиг ш НорйНе!4 пебмогК$. [ 15$ пое4 фа \уиш Фе 
НатемуотК оЁ Фе Атесе Гуарипоу тешфо4, Феге аге мо арргоасВез ю шуезигайпе 
зузет5 уф Аа@ау агоитепе: гапсйопа[ ш шйЯпие-дитеп$1опа! 5расез; ап4 Фе тефо4 оЁ 
Гопсйоп$ изше а44@опа! соп@1оп$, \расВ аПо\з ч$ ю сату ойё гезеагсь ш йпие- 
Читепз1опа! зрасез. Озшя ШФезе о арргоасВез$, арр!уш» фе Гуарипоу-КгазоузКи 
Гапсйопа| сопбашше Фе пиеота! оЁ (еплз ив Аеау агоитепь ап4 а15о Фе Гуарипоу 
Гапсйоп ОР дцадгайс Гогт рз а4@@опа! сопаоп$ зисВ аз Катапик т, а питЬег оЁ 
за йсепт( сопйоп$ Гог Ше азутрюйс а ШШу оЁ Ше зошвоп$ оЁ Фе сопз1Аетие зузетл$ 
аге ГогпШае4 ап@ ргоуед. АП сопд1оп$ аге оМаштед ш Фе опт оЁ еазЦу уепйаЫе 
таблх шедиаНаез (Фе зо-са|еа ГМГ арргоасВ). ТЬ1$ Тасё гешогсез Фе аррПед 
сопзгасНуепез$ оЁ Фе гези $. 
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